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Vorwort 

Mathematisches Schulwissen wird in Vorlesungen vieler Studiengänge als be- 
kannt und vollständig verstanden vorausgesetzt. In der Realität zeigt sich 
jedoch, dass dieser Anspruch zunehmend nicht erfüllt ist und Studierende 
oft Schwierigkeiten haben, dem Inhalt einer einführenden Veranstaltung zur 
Mathematik oder Statistik zu folgen. Zur Schließung vorhandener Lücken 
werden daher oft Vorkurse oder so genannte „Brückenkurse“ angeboten, die 
das Schulwissen beginnend bei Mengenlehre und Bruchrechnung aufberei- 
ten. Aus einem derartigen Kurs, der von den Autoren an der Universität 
Oldenburg mehrfach durchgeführt wurde, ist auch die Idee zu diesem Buch 
entstanden. Der Vorkurs Mathematik präsentiert die bis zur Oberstufe des 
Gymnasiums vermittelte Mathematik in einer Form, die einerseits das Selbst- 
studium ohne weitere Betreuung erlaubt und andererseits den Einsatz des 
Buchs als Begleittext zu einem Vorkurs unterstützt. Dazu enthält er neben 
einer ausführlichen Darstellung der Inhalte und einer großen Anzahl von Bei- 
spielen eine Vielzahl von Aufgaben mit ausführlichen Lösungen, die Lernende 
bei der (selbstständigen) Einübung des Stoffs sowie der Analyse der eigenen 
Bearbeitung unterstützen. 

Als ein weiterer zentraler Aspekt enthält dieses Buch viele Beispiele aus der 
angewandten Statistik und Wahrscheinlichkeitsrechnung. Diese Bereiche stel- 
len ein wichtiges Anwendungsfeld der Mathematik dar und liefern somit die 
Motivation für die benötigte Mathematik. Die Darstellung in diesem Buch 
trägt diesem Ziel auch dadurch Rechnung, dass sie Themen wie z.B. Funktio- 
nen, Mengen, Folgen etc. und Problemstellungen aufgreift, die in der Statistik 
von Bedeutung sind. Dabei werden zwangsläufig Begriffe eingeführt, deren 
inhaltliche Relevanz sich erst im Rahmen einer Veranstaltung zur Statistik 
erschließt. Eine vertiefende Diskussion sowie der Aufbau eines Verständnisses 
für diese Begriffe kann und soll hier nicht geleistet werden. Ein Vorteil die- 
ses Ansatzes besteht darin, dass Lernende den Umgang mit Begriffen einüben 
und den mathematischen Gehalt des Begriffs realisieren. Insofern eröffnet die- 
ser Zugang einen wichtigen Beitrag zum abstrakten Denken und bietet zudem 
Wiedererkennungseffekte in Veranstaltungen zur Statistik. Zudem kann der 
Vorkurs begleitend zu einer Statistikveranstaltung genutzt werden, um ma- 
thematische Zusammenhänge aufzuarbeiten. Statistische Fachbegriffe können 
in einführenden Büchern wie z.B. Burkschat et al. (2004), Gensclrel und 
Becker (2004) und Cramer und Kamps (2008) nachgelesen werden. 

Der Vorkurs umfasst in zwölf Kapiteln das in Bachelor-Studiengängen benö- 
tigte mathematische Schulwissen, wobei ein großer Teil der in Grundvorle- 
sungen zur Statistik vorausgesetzten Mathematikkenntnisse abgedeckt wird. 
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Ausführlicher als in der Schule werden für die Statistik bedeutsame Themen 
wie Summen- und Produktzeichen oder Folgen und Reihen behandelt. Einige 
weiterführende Konzepte wie Funktionen mehrerer Veränderlicher sind nicht 
enthalten und müssen an anderer Stelle nachgelesen werden (s. z.B. Kamps 
et al., 2003). 

Der Vorkurs Mathematik unterscheidet sich von anderen Lehrbüchern durch 
die inhaltliche Konzeption, die Art der Darstellung und die problem- und 
zielorientierte Aufbereitung. Insbesondere werden folgende Aspekte berück- 
sichtigt: 

Alle vorgestellten Begriffe werden ausführlich erläutert und - sofern sinn- 
voll - grafisch veranschaulicht. Dabei ist die Wiederholung von bereits 
vorgestellten Inhalten beabsichtigt, um den Lernenden die Möglichkeit zu 
geben, die Themen selbstständig zu erarbeiten und einzuüben. 

Die Methoden und Verfahren werden durch viele Beispiele aus der ange- 
wandten Statistik und Wahrscheinlichkeitsrechnung illustriert. 

Ergänzend zur formalen Darstellung werden Begriffe und Eigenschaften 
durchgehend auch verbal eingeführt bzw. erläutert. 

Die große Auswahl an Aufgaben und deren ausführliche Lösungen un- 
terstützen das selbstständige Lernen und ermöglichen eine effiziente Selbst- 
kontrolle. Das Nachschlagen einer Lösung zu einer Aufgabe (und umge- 
kehrt) wird durch ein einfaches Verweissystem erleichtert: Am Rand einer 
Aufgabe (Lösung) befindet sich jeweils ein Verweis auf die Seite, auf der 
die zugehörige Lösung (Aufgabe) abgedruckt ist. 

Die Gestaltung dieses Buchs ist an die modulare Online-Präsentation 
der Inhalte in der Lehr- und Lernumgebung EMILeA-stat angelehnt (s. 
http://emilea-stat.rwth-aachen.de). Bezeichnungen und Definitionen, Bei- 
spiele und Regeln sind im Buch grafisch hervor gehoben. 

Wichtige Stellen im Text, die einer besonderen Aufmerksamkeit bedürfen, 
werden auf dem Rand zusätzlich mit dem Symbol markiert. 

Viele Grafiken illustrieren Vorgehensweisen und Verfahren. Sie dienen u.a. 
der Vertiefung und dem besseren Verständnis des Stoffs. Einige Grafi- 
ken wurden mit dem EMILeA-stat Grafikpaket erzeugt (s. Cramer et al., 
2004). 

Verweise auf Beispiele, Begriffe und Eigenschaften innerhalb des Lehrtexts 
sind einer Online-Umgebung nachempfunden. Jedem 123^-Verweis ist zur 
schnellen Orientierung die zugehörige Seitenzahl zugeordnet, so dass ein 
Umweg über den Index entfallen kann. 

Weitere Elemente zur besseren Orientierung sind ein ausführlicher Index 
und ein strukturiertes Abkürzungs- und Symbolverzeichnis, das neben 
einer kurzen Erläuterung auch den Verweis auf eine Textstelle enthält. 
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Die zweifarbige Umsetzung ermöglicht die Hervorhebung wesentlicher As- 
pekte und die optische Strukturierung der Inhalte. Zudem werden Rechen- 
schritte und Argumentationen durch die Kennzeichnung von Änderungen 
deutlicher gemacht. 

Die dritte Auflage des Vorkurses wurde erneut kritisch durchgesehen, alle 
erkannten Unstimmigkeiten wurden beseitigt. Weitere Materialien zum Buch 
bzw. zum mathematischen Grundwissen werden auf der Webseite 

www.vorkurs-mathematik.de 

zur Verfügung gestellt. Dort können Sie uns auch Ihre Anmerkungen und Vor- 
schläge mitteilen. Wir danken allen Leserinnen und Lesern, die uns Hinweise 
und Anregungen mitgeteilt haben und damit zur Verbesserung des Vorkurses 
beigetragen haben, sowie Frau Lilith Braun für die angenehme Zusammen- 
arbeit mit dem Springer- Verlag. 

Aachen, Zürich Erhard Cramer, Johanna Neslehovä 

Januar 2008 



Aus dem Vorwort zur 1. Auflage 

Bei der Entstehung dieses Buchs wurden wir von Freunden und Kollegen in 
vielerlei Hinsicht unterstützt. Herr Prof. Dr. Udo Kamps hat uns als Her- 
ausgeber der EMILeA-stat-Medienreihe zu diesem Projekt eingeladen und es 
in seiner Entstehung begleitet. Wir danken ihm weiterhin für einige wertvol- 
le Anregungen, die zum Gelingen des Buchs beigetragen haben. Herrn Cle- 
mens Heine gilt unser Dank für die ausgezeichnete Zusammenarbeit mit dem 
Springer- Verlag. Einige Aufgaben und Lösungen wurden von Frau Corinna 
Krautz und Herrn Christian Mohn erstellt, der auch die Durchsicht einiger 
Kapitel übernommen hat. Schließlich gebührt unser besonderer Dank Frau 
Dr. Katharina Cramer und Frau Doreen Scholze, die durch sorgfältiges Le- 
sen des gesamten Manuskripts einige Unstimmigkeiten ausgemerzt und durch 
ihre Hinweise zur Verbesserung der Darstellung beigetragen haben. 



Darmstadt, Oldenburg 
Juni 2004 



Erhard Cramer, Johanna Neslehovä 
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1 Grundlagen 

Die Mathematik und damit auch die Statistik beruhen - wie eine Fremdspra- 
che - auf einem Vokabular, ohne das mathematische Ausdrücke, Aussagen 
und Resultate nicht verstanden werden können. Bestandteile dieser Fach- 
sprache sind neben mathematischen Symbolen zentrale Begriffe wie Variablen 
und Funktionen sowie logische Verknüpfungen von Aussagen. Diese Forma- 
lismen dienen sowohl der einfachen, exakten und prägnanten Beschreibung 
von Sachverhalten als auch einer möglichst allgemeinen Modellierung realer 
Situationen. Die formale Sprache der Mathematik hat gegenüber verbalen 
Formulierungen den Vorteil, dass der betrachtete Inhalt präzise dargestellt 
wird und Mehrdeutigkeiten vermieden werden. Zum Verständnis dieser Spra- 
che ist es jedoch von entscheidender Bedeutung, ihre Notationen und Symbole 
zu kennen und zu verstehen. 



Beispiele Die Menge aller reellen Zahlen, die kleiner oder gleich Eins sind, 
kann mit mathematischen Symbolen als 

{x £ R | x < 1} oder (— oo,l] 

geschrieben werden. Um diese Ausdrücke „übersetzen“ zu können, ist die 
Kenntnis der einzelnen Bestandteile erforderlich: 

{ }: Mengenklammern (Was ist eine Menge?) 
x: Variable (Was ist eine Variable?) 

|,e,<,(,],-oo: Was bedeuten diese Zeichen? 

— R: Was sind reelle Zahlen? ◄ 

Wie das vorstehende Beispiel zeigt, ist für das Verständnis nicht nur die No- 
tation selbst von entscheidender Bedeutung, sondern auch die Verknüpfung 
und Reihenfolge dieser Symbole (z.B. beschreiben x < 1 und 1 < x unter- 
schiedliche Sachverhalte). Im Folgenden werden die grundlegenden Begriffe 
und Notationen der Mathematik vorgestellt. Dazu werden alle Inhalte sowohl 
verbal als auch formal eingeführt und - soweit möglich und sinnvoll - auch 
grafisch illustriert. Die Darstellung beginnt mit der Einführung grundlegen- 
der Begriffe und wird dann sukzessive bis zu Methoden der Differenzial- und 
Integralrechnung erweitert. 
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1. Grundlagen 



1.1 Grundbegriffe 



Mengen 

Ausgangspunkt der Betrachtungen ist der zentrale Begriff einer Menge von 
Objekten. 



Beispiele Folgende Beschreibungen definieren Mengen von Objekten: 
Studierende aller Hochschulen in Deutschland, 

Fischarten, die an einem Korallenriff in Polynesien beobachtet wurden, 
gemeldete Versicherungsschäden, die in einem bestimmten Zeitraum durch 
Stürme in Deutschland verursacht wurden, 

monatliche Gesprächskosten für mobiles Telefonieren in den Haushalten 
Niedersachsens. ◄ 

Abstraktere Beispiele von Mengen sind die üblichen £)► Zahlbereiche wie reelle 
oder natürliche Zahlen bzw. Mengen, die sich aus einer mathematischen Fra- 
gestellung ergeben (z.B. 154^Definitionsbereich einer Funktion, 188^-Lösungs- 
menge einer Gleichung). Im Folgenden werden zunächst der bisher vage Be- 
griff einer Menge präzisiert und Möglichkeiten zur Darstellung von Mengen 
vorgestellt. 



Definition Menge, Element Eine Menge ist eine Zusammenfassung unterscheidbarer 
Objekte. Für jedes Objekt muss eindeutig feststellbar sein, ob es zu der Menge 
gehört oder nicht. Die zu einer Menge gehörenden Objekte heißen Elemente der 
Menge. 



Beispiele Autos mit einem deutschen Kennzeichen, Augensummen beim Wür- 
feln mit zwei Würfeln, die geraden Zahlen oder die kleinen Buchstaben des 
deutschen Alphabets sind wohl bestimmte Mengen. Die Menge aller guten Fil- 
me ist wegen ihrer subjektiven und unklaren Beschreibung eine nicht zulässige 
Festlegung, während die Menge aller amerikanischen Filme zulässig ist. ◄ 



Variable 

Ein weiterer zentraler Begriff der Mathematik ist der einer Variablen. 



Bezeichnung Variable Eine Variable ist eine Bezeichnung (Platzhalter) für ein 
Objekt, das verschiedene Werte aus einer Menge von Elementen annehmen kann. 



1.1 Grundbegriffe 
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Eine Variable repräsentiert somit ein Objekt aus einer Menge (von Objekten), 
ohne dieses genau zu spezifizieren. 



Beispiele Ein herkömmlicher Würfel trägt auf seinen Seiten die Ziffern 
1, 2, 3, 4, 5, 6. Die Variable x bezeichnet etwa das Ergebnis eines Würfelwurfs 
und repräsentiert damit eine dieser Ziffern. Im Zusammenhang mit diesem 
Experiment ist x Stellvertreter für die Zahlen 1,2, 3, 4, 5,6. 

Eine Bank bietet ihren Kunden an, das Guthaben eines Sparbuchs am Be- 
ginn eines Jahres zu einem Zinssatz von 3% anzulegen. Die Variable G re- 
präsentiert den Wert eines Guthabens, dass ein potenzieller Kunde einzahlt. 
Die Verwendung der Formel 1,03 • G ermöglicht dann durch Einsetzen eines 
speziellen Guthabens die einfache Berechnung des am Jahresende erzielten 
Kapitals. ◄ 

Je nach Objekt haben sich verschiedene Bezeichnungen für Variablen durch- 
gesetzt. 



Beispiele Variablen, die 

Zahlen repräsentieren, werden üblicherweise mit kleinen lateinischen Buch- 
staben a,b,c, . . . ,x,y, z bezeichnet, 

Mengen repräsentieren, werden meist mit großen lateinischen Buchstaben 
A, B,C, . . . bezeichnet, 

Parameter (also Werte, die situationsabhängig sind) repräsentieren, wer- 
den oft mit kleinen 433^-griechischen Buchstaben a, ß, 7 , . . . bezeichnet, 
Funktionen repräsentieren, werden oft mit kleinen lateinischen oder grie- 
chischen Buchstaben f,g,h oder </>, ip bezeichnet. Je nach Situation wer- 
den für spezielle Funktionen auch Großbuchstaben wie F, G oder 4>, 
verwendet. ◄ 



Darstellung von Mengen 

Um eine Menge beschreiben zu können, wird eine Vorschrift benötigt, die 
ihre Elemente eindeutig festlegt. Hierzu bieten sich die aufzählende und die 
beschreibende Darstellung an: 

Eine aufzählende Darstellung ist eine Auflistung der einzelnen Elemente 
der Menge in geschweiften Klammern { . . . } , den so genannten Mengen- 
klammern. Jedes Element wird genau einmal aufgeführt. 
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1. Grundlagen 



Bei einer beschreibenden Darstellung werden Mengen durch eine eindeu- 
tige Charakterisierung ihrer Elemente festgelegt (etwa mit Worten oder 
mit mathematischen Symbolen). 



Beispiele In den folgenden Beispielen werden Mengen zunächst verbal und 
anschließend aufzählend dargestellt: 

Menge der Buchstaben des Namens „Gunnar“: {G, u, n, a, r}.* 

Menge der Ziffern kleiner 6: {1, 2, 3, 4, 5} = {1, . . . , 5}. 

Menge der Notensymbole von der achtel bis zur ganzen Note: {>, J, J, 0 }. 
Menge der Seiten eines Würfels: {□, □, 0, 0, 0, 0}. ◄ 

Die aufzählende Festlegung einer Menge ist i.Allg. nur geeignet, wenn die 
Menge wenige Elemente besitzt. Die Menge aller in Deutschland zugelassenen 
PK Ws kann zwar prinzipiell auch aufzählend notiert werden, jedoch ist diese 
Vorgehensweise nicht angebracht, da die Auflistung wegen der großen Anzahl 
von Elementen unüberschaubar ist. Weitere derartige Beispiele sind die Men- 
ge aller Sterne im Weltall oder die Menge aller Zellen eines Menschen. Wei- 
terhin gibt es Situationen, in denen eine aufzählende Darstellung überhaupt 
nicht möglich ist, da die Menge unendlich viele Elemente enthält (z.B. natürli- 
che oder reelle Zahlen). In diesen Fällen wird meist die beschreibende Dar- 
stellung verwendet: 

{x\x ist ein in Deutschland zugelassener PKW}, 

wobei die Variable x ein Repräsentant (Platzhalter) für ein Fahrzeug ist. Der 
senkrechte Strich | wird gelesen als „mit der Eigenschaft“ oder als „mit“. Die 
obige Menge wird daher verbalisiert als Menge aller x mit der Eigenschaft, 
dass x ein in Deutschland zugelassener PKW ist. 

Allgemein wird die beschreibende Darstellung einer Menge folgendermaßen 
formuliert: Bezeichnet £ eine bestimmte Eigenschaft von Objekten, so wird 
durch 

{x\x hat die Eigenschaft £} 

die Menge der Objekte definiert, die diese Eigenschaft besitzen. Der senk- 
rechte Strich | wird manchmal durch ein Semikolon oder einen Doppelpunkt 
ersetzt: (x; x hat die Eigenschaft £}, {x : x hat die Eigenschaft £}. 

*Die Auflistung {G, u, n, n, a, r}, in der der Buchstabe „n“ doppelt vorkommt, wird als 
{G,u, n, a, r} verstanden, d.h. mehrfach auftretende Objekte werden durch ein Element 
repräsentiert. {1,0, 1} ist somit gleichbedeutend mit {0, 1}. Entsprechend ist die Notation 
{5,6, a} zu verstehen. Ist a = 5, so ist sie gleich {5,6}, d.h. die Menge hat nur zwei 
Elemente. Für a = 7 hat die Menge die drei Elemente 5, 6, 7. 
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Beispiele Beschreibende Darstellungen von Mengen sind z.B.: 
Menge aller chinesischen Schriftzeichen: 



{x\x ist ein chinesisches Schriftzeichen} . 



Menge aller ungeraden Zahlen: {:r | x ist eine ungerade Zahl}. 
Menge aller natürlichen Zahlen, die kleiner als Sechs sind: 



{z | z ist eine natürliche Zahl kleiner 6}. 



Menge aller Füllmengen einer lGKonserve: 

(u | v ist größer oder gleich Null und kleiner oder gleich 1}. 

Mit mathematischen Symbolen lässt sich diese Menge sehr einfach schrei- 
ben als {v | 0 < v < 1} oder [0, 1]. 

Die bei der Definition einer Menge für den Platzhalter gewählte Bezeichnung 
ist bedeutungslos. Die Mengen {u | 0 < v < 1} und {cc|0<x<l} stimmen 
überein. ◄ 

Wie bereits an den obigen Beispielen deutlich wurde, kann eine Menge meh- 
rere Darstellungsformen haben. Jede muss die Menge jedoch eindeutig be- 
schreiben. 

Da die explizite Angabe der Menge mittels aufzählender oder beschreibender 
Darstellung i.Allg. sehr aufwändig ist, werden zur Abkürzung der Notation 
Bezeichnungen in Form von Buchstaben eingeführt. Mengen werden meist 
mit lateinischen Großbuchstaben A,B,C, . . . bezeichnet, die zur Unterschei- 
dung ggf. mit 27^-Indizes versehen werden, wie etwa A±, A 2 , A 3 . Darüber 
hinaus sind für spezielle Mengen besondere Symbole gebräuchlich, wie z.B. 
N, Q, M für die natürlichen, rationalen und reellen Zahlen oder 12 für die in 
der Wahrscheinlichkeitsrechnung vorkommende Grundmenge aller möglichen 
Ergebnisse eines Zufallsexperiments. 

Zur Bezeichnung der Elemente einer Menge werden meist kleine lateinische 
Buchstaben a,b, c, . . . , x,y, z verwendet. Ob ein Objekt x zu einer Menge A 
gehört oder nicht, wird wie folgt notiert: 



mathematische Darstellung 



Bedeutung 



x G A 



x ist ein Element von A 
x ist kein Element von A 



x £ A 



◄ 



Beispiele Ist A = {1, 2, 5}, so gilt 1 £ A, 6 ^ A. 
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1. Grundlagen 



Aussagen und deren logische Verknüpfung 

Aussagen sind im mathematischen Verständnis Feststellungen, deren Wahr- 
heitsgehalt (Wahrheitswert) stets mit wahr oder falsch angegeben werden 
kann. 



B Beispiele Wahre Aussagen sind etwa: 

— „Dienstag ist ein Wochentag.“ 

— „C ist eine römische Ziffer.“ 

— „Jede positive gerade Zahl ist eine natürliche Zahl.“ 

Aussagen mit Wahrheitswert falsch sind z.B. 

— „Dienstag ist ein Monat.“ 

— „C ist eine arabische Ziffer.“ 

— „Jede natürliche Zahl ist eine gerade Zahl.“ 

Im mathematischen Sinne nicht zulässige Aussagen sind z.B. 

— „Morgen wird es regnen.“ 

— „Statistik ist spannend.“ 

— „Mit römischen Ziffern sind Rechnungen sehr umständlich.“ 

da keine eindeutige Bewertung dieser Feststellungen möglich ist (etwa wegen 
subjektiver oder zukünftiger Aspekte). ◄ 

Aussagen werden im Folgenden mit kalligrafischen Buchstaben A,B,C etc. 
bezeichnet, z.B. 



A = „Dienstag ist ein Wochentag.“ 

Aussagen können logisch miteinander verknüpft werden, cl.h. aus mehreren 
Aussagen wird eine neue Aussage erzeugt. 



Beispiele Die Aussagen Das Buch hat 200 Seiten und Das Buch ist ein Roman 
können in verschiedener Weise verknüpft werden. 

Die Aussage Der Roman hat 200 Seiten ist eine „und“-Verkniipfung der 
obigen Aussagen, da beide gleichermaßen zutreffen müssen, um eine wahre 
Aussage zu erzeugen. Die Aussage ist gleichbedeutend mit Das Buch hat 
200 Seiten und ist ein Roman. 



1.2 Zahlbereiche und elementare Verknüpfungen 
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Die Aussage Das Buch hat 200 Seiten oder es ist ein Roman hingegen be- 
schreibt die „oder“-Verknüpfung. Es genügt, dass eine dieser Aussagen 
zutrifft, damit die gesamte Aussage den Wahrheitswert wahr hat. 

Die Aussage Das Buch hat nicht 200 Seiten stellt offenbar das Gegenteil 
(die Negation) der Aussage Das Buch hat 200 Seiten dar. ◄ 

An dieser Stelle werden lediglich die wichtigsten, für das Verständnis der ma- 
thematischen Grundlagen notwendigen, Verknüpfungen vorgestellt. Ausführ- 
liche Darstellungen des Stoffs finden sich in einführenden Lehrbüchern wie 
z.B. Kamps et al. (2003). 



Bezeichnung Logische Verknüpfungen Für Aussagen A, B werden folgende logische 
Verknüpfungen von Aussagen verwendet. 



Bezeichnung 


Symbol 


Bedeutung der Verknüpfung 


Negation 


A 


nicht A 


Konjunktion (und) 


Aab 


A und B 


Disjunktion (oder) 


AVB 


A oder B 


Implikation (Folgerung) 


A=>B 


aus A folgt B 


Äquivalenz (genau dann) 


A B 


A und B sind äquivalent 



Die Verknüpfungen werden durch eine Wahrheitstafel definiert, die angibt, 
wie sich der Wahrheitswert der Verknüpfung aus den Wahrheitswerten der 
Aussagen A und B ergibt. Mit w wird der Wahrheitswert wahr , mit f der 
Wahrheitswert falsch bezeichnet. 




Aus dieser Tafel kann z.B. abgelesen werden, dass die Aussagen A und B 
äquivalent (gleichbedeutend) sind, wenn A und B jeweils den selben Wahr- 
heitswert haben. Das „oder“ ist kein exklusives „oder“, d.h. A V B ist wahr, 
wenn nur A, nur B oder beide gleichermaßen wahr sind. 



1.2 Zahlbereiche und elementare Verknüpfungen 

In den bisherigen Ausführungen wurden Zahlbereiche, wie etwa die natürli- 
chen oder die reellen Zahlen, bereits erwähnt. Unmittelbar mit den Zahlberei- 
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1. Grundlagen 



chen verbunden sind die elementaren Verknüpfungen (Operationen) von Zah- 
len „ + , — : “, die Grundrechenarten. Sie werden mit ihren wichtigsten Ei- 

genschaften nachfolgend systematisch eingeführt, wobei jeweils demonstriert 
wird, wie sie zur Erweiterung des betrachteten Zahlbereichs führen. 

Natürliche Zahlen 

Der grundlegende Zahlbereich ist die Menge der natürlichen Zahlen 

M= {1,2,3,...}. 

Ihre mittels arabischer Ziffern 1, ... ,9 dargestellten Elemente sind u.a. Re- 
präsentanten für Anzahlen von Objekten. Alternativ kann eine Beschreibung 
mit anderen Zahlsymbolen wie z.B. römischen Ziffern I , V, A', L, C, M erfol- 
gen. Aufgrund ihrer Eignung zum Abzählen von Objekten werden natürliche 
Zahlen auch zur Nummerierung von Objekten eingesetzt (z.B. Hausnummern, 
Startnummern beim Rennen, Kugeln beim Zahlenlotto). In der Statistik tre- 
ten sie u.a. als absolute Häufigkeiten auf. 



Beispiele Blutgruppe Bei einer medizinischen Untersuchung wird in einer 
Testgruppe von 20 Personen die Blutgruppe nach dem ABO-System bestimmt 
(ohne Rhesus Antigene): 

A0AABB00BA00AAA0ABBAA0 

Aus dem Datensatz kann ab ge lesen werden, dass in der Gruppe sieben Per- 
sonen Blutgruppe 0, acht Personen Blutgruppe A, drei Personen Blutgruppe 
B und zwei Personen Blutgruppe AB haben. Diese Anzahlen heißen absolute 
Häufigkeiten. 



Blutgruppe 0 A B AB 

absolute Häufigkeit 7 8 3 2 



Als geeignete grafische Repräsentation bietet sich der Zahlenstrahl an, auf 
dem die natürlichen Zahlen in folgender Weise angeordnet werden: 

1 1 1 1 1 1 *- 

1 2 3 4 5 6 

Die Abstände zwischen den Zahlsymbolen müssen jeweils gleich gewählt wer- 
den. Aus der Darstellung tritt deutlich hervor, dass die Zahlen eine Ordnung 
wiedergeben. Für zwei natürliche Zahlen n, m kann daher jeweils entschieden 



1.2 Zahlbereiche und elementare Verknüpfungen 
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werden, ob sie gleich sind oder welche größer bzw. kleiner ist (d.h. weiter 
rechts bzw. links auf dem Zahlenstrahl liegt). Für den Größenvergleich wer- 
den die Symbole (Ordnungszeichen oder Relationszeichen) 

„=“ gleich, „<“ kleiner, „>“ größer 

verwendet. Ergänzungen sind z.B. yf (ungleich), < (kleiner oder gleich) und 
> (größer oder gleich) . Die Eigenschaft n = m ist gleichbedeutend mit m = n 
bzw. n < m entspricht m > n. Mit den Notationen der Aussagenlogik gilt 
etwa 

m = n •<=>■ (m < n) A (m > n). 

In vielen Fällen ist es erforderlich, ein Symbol für die Situation zur Verfügung 
zu haben, dass kein Objekt vorhanden ist. Dies wird durch das Symbol 0 
beschrieben, das die Menge der natürlichen Zahlen erweitert zu 

N 0 = {0,1,2,...}. 

Natürliche Zahlen werden im Sinne der Abzählung addiert, d.h. zwei Mengen 
mit den Anzahlen n und m von verschiedenen Objekten werden zu einer 
Menge zusammengefasst, die n + m Objekte besitzt. 

Die Addition der Zahlen a und b kann auch als Aneinanderlegen zweier Pfei- 
le* am Zahlenstrahl illustriert werden. Die Zahl a wird durch einen Pfeil 
repräsentiert, der bei 0 beginnt und bei a endet. Der die Zahl b repräsentie- 
rende Pfeil wird zur Spitze des zu a gehörenden Pfeils verschoben und endet 
dann bei a + b. Der zusammengesetzte Pfeil repräsentiert die Summe a + b. 




Bezeichnung Addition Die Addition zweier Zahlen a, b wird mit dem Verknüpfungs- 
Zeichen „ + “ dargestellt: a + b. Die Zahlen a und b werden als Summanden, die 
Zahl a + b als Summe bezeichnet. 

Mehr als zwei Zahlen werden addiert, indem zunächst zwei Zahlen addiert 
werden, zu deren Summe dann die dritte Zahl addiert wird etc. Zur Festlegung 

*Das Pfeilmodell eignet sich ebenfalls zur Darstellung der Addition 22^-reeller Zahlen. 
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der Additionsreihenfolge werden Klammern (• • •) oder [• • •] verwendet, z.B. 
[(a+6)+c]+d. In diesem Fall werden zunächst a und b addiert, zu a+b die Zahl 
c und schließlich zu ( a + b)+c noch d. Die Auswertung des Ausdrucks erfolgt 
also von „innen nach außen“. Wie das Kommutativ- und Assoziativgesetz der 
Addition zeigen, ist die Reihenfolge jedoch unerheblich. 



Kommutativ- und Assoziativgesetz der Addition 

Für Zahlen a, 6, c gelten 

das Kommutativgesetz a + b = b + a. 

das Assoziativgesetz (a + b) + c = a + {b + c). 

Da die Reihenfolge keinen Einfluss auf das Ergebnis hat, werden die Klam- 
mern i.Allg. weggelassen und a+b+c geschrieben. Bei anderen Verknüpfungen 
ist dies jedoch i.Allg. nicht der Fall. 

Die mehrfache Addition der selben Zahl führt zur Multiplikation von Zahlen. 



Definition Multiplikation Die Multiplikation zweier natürlicher Zahlen a, b wird 
definiert als 



a-b = b + b+ ... + b bzw. a-b = a + a+ ... + a. 

' . ' v . ' 

a— mal b— mal 

a und b heißen Faktoren des Produkts a ■ b. 

Sofern keine Missverständnisse entstehen, wird das Multiplikationszeichen „ • “ 
weggelassen, d.h. statt a ■ b oder 2 • c wird ab oder 2c geschrieben. 

Addition und Multiplikation natürlicher Zahlen haben stets natürliche Zah- 
len als Ergebnis, d.h. die Menge der natürlichen Zahlen ist abgeschlossen 
gegenüber Addition und Multiplikation ihrer Elemente.* 

Für die Multiplikation gelten ebenfalls ein Kommutativ- und Assoziativge- 
setz. 



Kommutativ- und Assoziativgesetz der Multiplikation 
Für Zahlen a, b , c gelten 

das Kommutativgesetz a ■ b = b ■ a. 
das Assoziativgesetz (a- b) ■ c = a- (b ■ c). 

Zum Ende dieses Abschnitts wird noch eine abkürzende Schreibweise für 
Produkte mit gleichen Faktoren eingeführt. Wird eine Zahl a mehrfach mit 

* Wegen a + 0 = a bzw. a • 0 = 0 für jede beliebige Zahl a E No gilt dies entsprechend 
für die Menge No- 
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sich selbst multipliziert, wird die 84>Potenzschreibweise verwendet: 



a ■ ... • a = a 



n — mal 



Für a - a wird daher alternativ die Schreibweise a 2 benutzt. 



Ganze Zahlen 

Das Element 0 nimmt offenbar eine besondere Rolle in der Menge No ein, 
da es den Wert einer Zahl a € N bei Addition nicht verändert. Eine Zahl 6, 
die zu a € N addiert, die Zahl 0 liefert, gibt es allerdings in N nicht. Daher 
werden die negativen Zahlen {••• , — 3, — 2, — 1} eingeführt. Negative Zahlen 
können ebenfalls auf dem Zahlenstrahl repräsentiert und mittels des Pfeil- 
modells dargestellt werden. Der Pfeil beginnt bei 0 und zeigt nach links. Jeder 
natürlichen Zahl a wird daher die entsprechende negative Zahl — a zugeord- 
net, die durch Spiegelung des a repräsentierenden Pfeils an der Senkrechten 
durch den Ursprung 0 dargestellt wird. 











1 

—a 


i r 

a 



Die Addition von a und —a wird durch Aneinanderlegen der Pfeile eingeführt, 
d.h. der Beginn des — a repräsentierenden Pfeils wird an das Ende des die 
Zahl a darstellenden Pfeils angelegt. Die Pfeilspitze des Ergebnispfeils zeigt 
dann auf die Null, d.h. a + (— a) = (— a) + a = 0. Daher heißt — a auch 
inverses'Element zu a. Das Minuszeichen wird in dieser Situation Vorzeichen 
von a genannt. Den natürlichen Zahlen kann entsprechend das Vorzeichen + 
zugeordnet werden. 1 Die Null nimmt eine Sonderrolle ein, da ihr sowohl + 
als auch — als Vorzeichen zugeordnet werden können. 

Die negativen Zahlen {• • • , —3, —2, —1} erweitern den Zahlbereich No zu den 

ganzen Zahlen 

Z={... ,-3,-2, -1,0, 1,2, 3,...}. 

Die Ordnung der ganzen Zahlen erfolgt analog zu den natürlichen Zahlen 
gemäß ihrer Lage auf dem Zahlenstrahl (z.B. gilt a < 6, wenn a auf dem 
Zahlenstrahl links von b liegt). 



*lies: a hoch n 
' lies: a Quadrat 

+ Das Vorzeichen + wird aber meist weggelassen, d.h. statt +a wird nur a geschrieben. 
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Aus der Darstellung der ganzen Zahlen am Zahlenstrahl werden folgende 
allgemeine Vorzeichenregeln abgeleitet. Ein negatives Vorzeichen entspricht 
einer Spiegelung an der Senkrechten durch den Nullpunkt, ein positives Vor- 
zeichen lässt den Wert der Zahl unverändert. 



Vorzeichenregeln 

+(+a) = +a = a, +(— a) = — a, — (+a) = — a, — (— a) = -l-a = a. 



Der Betrag einer Zahl a wird gemäß der Darstellung am Zahlenstrahl als 
Abstand zum Nullpunkt definiert. 



Definition Betrag einer Zahl Der Betrag \a\ einer Zahl a ist definiert als 



a, a > 0 
— a, a < 0 







T 



— a 



0 
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Die Addition ganzer Zahlen wird in Analogie zur Addition natürlicher Zahlen 
als Aneinanderlegen der zugehörigen Pfeile definiert. Für (— a) + b kann dies 
folgendermaßen dar gestellt werden. 



”” I i 

—a (—a)+b 0 b 

Entsprechend zur Addition natürlicher Zahlen gelten Kommutativ- und As- 
soziativgesetz für die Addition ganzer Zahlen. Außerdem wird durch die Ad- 
dition negativer Zahlen die Subtraktion definiert. 



Bezeichnung Subtraktion Seien a,b Zahlen. Die Subtraktion von a und b ist 
definiert als Addition a + (— b). Sie wird durch das Rechenzeichen „ — " dargestellt: 
a — b = a + (—6). Die Zahl a — b heißt Differenz von a und b. 

Die Subtraktion ist die Umkehroperation zur Addition, denn für die Summe 
c = a + b von a, b folgt c — a = c + (— a) = a + b+ (— a) = b. 




1.2 Zahlbereiche und elementare Verknüpfungen 
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Durch Kombination mit den 14^ Vorzeichenregeln für ganze Zahlen werden 
Addition, Subtraktion und Multiplikation ganzer Zahlen durch folgende Re- 
geln erklärt. 

Vorzeichenregeln bei Addition und Multiplikation 

Für Zahlen a, b gilt 



Rechenregeln für Addition und Multiplikation 

Werden Addition und Multiplikation in einer Rechenoperation verwendet, so 
muss die Reihenfolge der einzelnen Operationen evtl, durch Klammern (. . .), 
[. . .] festgelegt werden. Ein derartiger Ausdruck wird Term genannt.* 



Bezeichnung Term Eine sinnvolle Abfolge mathematischer Verknüpfungen von 
Zahlen und Variablen heißt Term. 



Beispiele Die folgenden Ausdrücke sind Terme, die nur die Verknüpfungen 
Addition und Multiplikation verwenden: 



Grundlegend für die Auswertung von Termen, die sowohl Additionen als auch 
Multiplikationen enthalten, ist das Distributivgesetz der Addition und Mul- 
tiplikation. Es impliziert die Regel Punkt vor Strich , d.h. multiplikative Ver- 
knüpfungen müssen - sofern nicht Klammern eine andere Reihenfolge vorge- 
ben - stets vor additiven Verknüpfungen ausgewertet werden. 

Distributivgesetz 

Für Zahlen a, b , c gilt: a ■ (b + c) = a ■ b + a • c und (a + b) ■ c = a ■ c + b ■ c. 

Die Anwendung des Distributivgesetzes in der Form a-(b+c) = a- b+ a- c 
wird Ausmultiplizieren, die in der Form a-b + a- c — a ■ (b + c) Ausklammern 
genannt. 

*Ein Term kann natürlich noch weitere mathematische Verknüpfungen enthalten. 
Weitere Elemente eines Terms können z.B. 19^-Brüche, 85^-Potenzen, 88^-Wurzeln, 
92^-Logarithmen etc. sein. 



— (a + b) = —a — 6, 
a ■ (—6) = (— a) ■ b = — (a • 6), 



— (a — b) = — a + 6, 
(— a) • (—6) = a • b. 



a+b , (c + 3a) • (5 • [6 + a]), 1 — (3a : + y)z. 



◄ 




